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Özet: Bu çalışma, dijital tablet ve pen aracılığı ile şekil çiziminde meydana gelen baskı 

noktaları arasındaki giriş verisi hatalarının çözümünü tanımlamaktadır. Pen ve dijital tablet 

aracılığıyla bilgisayara veri girişi sırasında, donanımsal sebepler nedeniyle istenilen sıklık ve 

uzaklıkta baskı noktaları alınamamaktadır. Bu hataları en düşük seviyeye indirmek ve şekilleri 

en hassas şekilde göstermek için interpolasyon teknikleri kullanılmıştır. Çalışmada, eğimlere 

göre en uygun interpolasyon tekniğinin bulunması ve noktalar arasındaki boşlukları dolduran 

en uygun interpolasyon tekniğini seçen bir fonksiyon geliştirilmesi amaçlanmaktadır.  
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Reduction of the ınput data errors on the drawings which are actualised with digital pen: 

one application  

 

 

 

Abstract: This survey describes how is solve that occure error of the input data that among the 

stokes when draw to shape with dijital tablet and pen device. While input data to computer 

with pen and digital tablet, strokes can not record how is wanted frequnce and distance. It is 

used the technique of interpolation for minimizing that errors and showing the shapes how the 

most sensitive. In this paper, it is aimed that to optimize interpolation technique and to 

develope the algorithm that is choose the optimal interpolation technique for filling the blanks 

of among the strokes. 
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1. GiriĢ 

 

1960‟lı yıllardan günümüze dijital 

tablet ve bilgisayar teknolojisindeki gelişme 

ile birlikte, online figür tanıma, aktif bir 

araştırma alanı haline gelmiştir [1]. İnsanların 

bilgisayara veri girmenin daha doğal bir yolu 

olan pen aracını kullanma eğilimi ve diğer 

tekniklerin interaktif olamaması bu 

gelişmeleri tetiklemiştir.  

Online figür tanıma, figürlerin dijital 

tablet, pen vs. aracılığı ile gerçek zamanlı 

olarak bilgisayara aktarılması ve 

tanımlanmasıdır. Online tanımada giriş 

verilerine ait nokta, nokta sırası, yazma hızı, 

baskı vb. değerler eşanlı olarak bilgisayara 

aktarılmaktadır. Offline figür tanımada ise, 

yazma işlemi daha önceden tamamlanmıştır. 

Tarayıcı aracılığı ile bu figürler tarandıktan 

sonra tanıma işlemine geçilmektedir.  

Online figür tanımada, birtakım 

donanımsal sebeplerden kaynaklı giriş verisi 

hataları oluşabilmektedir. Pen aracılığı ile 

online figür çiziminde gerçek zamanlı tutulan 

x,y ve z (basınç) koordinat bilgileri istenilen 

sıklıkla alınamamaktadır. Bu eksikliklerin 

giderilmesi için interpolasyon tekniklerine 

başvurulmaktadır [2]. 

 

Bu çalışmada çeşitli fonksiyonlarla 

çizilen gerçek eğriler ile bunlardan nokta 

eksiltmeleri ile oluşan eksik eğrileri, farklı 

interpolasyon teknikleri ile doldurulmuş; 

bağıl ve mutlak hata araştırması yapılarak en 

uygun seçim veya seçimler irdelenmiştir. 

Çizim esnasında daha önce belirlenen 

sonuçlara göre en doğru interpolasyon 

tekniğini seçen basit bir algoritma 

geliştirilmiştir.  

 

2. Ġnterpolasyon  

Bir fonksiyonun xi(i=0, 1 ,2…n) 

noktalarında bilinen fi(i=0, 1, 2…n) 

değerlerinden hareketle herhangi bir x ara 

noktasında bilinmeyen f(x) bulunması 

anlamına gelen interpolasyon teknikleri aynı 

zamanda sayısal türev ve integrasyon, adi ve 

kısmı türevli diferansiyel denklemlerin 

sayısal çözümü gibi başka sayısal 

yöntemlerin de temelini teşkil eder.  

İnterpolasyon polinomları genellikle 

mevcut (x1, fi) veri noktalarına eğri veya 

eğriler uydurulması yolu ile uygulanmaktadır. 

Bu amaçla kullanılan fonksiyonlara 

interpolasyon fonksiyonları denir [3]. 

İnterpolasyon fonksiyonları olarak çoğu 

zaman çeşitli mertebeden polinomlar 

kullanılmaktadır. Ancak bazı hallerde 

logaritmik, ekponansiyel, hiperbolik gibi 

daha özel fonksiyonlar ile periyodik veri 

değerleri için trigonometrik fonksiyonlar da 

kullanılmaktadır.  

 Veri noktaları eşit aralıklı olarak 

dağılmışsa sonlu farklı esaslı interpolasyon 

yöntemleri, eşit aralıklı değilse Lineer 

interpolasyon, İkinci Dereceden (Kuadratik) 

İnterpolasyon, Newton - Gregory 

Polinomları, Lagrange İnterpolasyon, Parça 

Parça (Spline) İnterpolasyon vb. yöntemler 

uygulanmaktadır.  

2.1 Lineer İnterpolasyon  

Bir f(x) fonksiyonunun xk, xk+1 gibi 

farklı iki noktadaki değeri biliniyorsa, bu 

durumda x∈[xk,xk+1] noktasındaki değerinin 

hesaplanması bu iki noktadan geçen birinci 

dereceden bir polinom yardımıyla 
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yapılabilmektedir [4]. Lineer interpolasyon 

aşağıdaki formül ile ifade edilmektedir: 

  

2.2 Ġkinci Dereceden (Kuadratik) 

Ġnterpolasyon 

 

f(x) fonksiyonunun (x0, y0), (x1, y1) ve 

(x2, y2) gibi 3 noktası belli ise [x0, x2] 

aralığındaki herhangi bir x noktasındaki 

fonksiyonun değeri, bu üç noktadan geçen 

parabole eşdeğer yaklaşım polinomu 

seçilerek bulunmaktadır.[4] Kuadratik 

interpolasyon aşağıdaki formül ile ifade 

edilmektedir.  

 

 

2.3 Newton - Gregory Polinomları 

Kuadratik interpolasyon hesaplarken 

kullanılan yöntemde mertebe arttırılarak, 

daha yüksek mertebeli polinomlar elde 

edilebilmektedir.  

2.4 Lagrange Ġnterpolasyonu  

         Eşit aralıklı olmayan n adet (xi,yi) 

noktalarından (i=1,2,3, ... n) geçen (n-1). 

Dereceden Langrange interpolasyon 

polinomu; 

 

 

 

formundadır[3]. Bu genel ifade daha kısa 

olarak;  

       
 
şeklinde yazılabilir. Burada  

 

 
 

 
çarpım terimini göstermektedir. 

2.5 Parça Parça (Spline)Ġnterpolasyon 

 

İnterpolasyon polinomlarının derecesi 

arttıkça, uzun ve karmaşık hale gelmekte, 

noktalar arasında gerçek eğriden büyük 

oranda sapmalar olmaktadır. Bunun 

nedenleri, bulunan polinomun noktalarda 

fonksiyonun eğimleri hakkında bilgi 

içermemesi, derece arttıkça kötü şartlanmış 

denklem sistemlerinin oluşması ve yuvarlama 

hatalarıdır.  

Gerçek fonksiyona en uygun, yuvarlama 

hataları az, bütün noktaları kullanılan ama 

derecesi düşük interpolasyon polinomları 

kullanılması daha uygundur. Bu şekilde 

noktalar gruplandırılarak interpolasyon 

tekniklerinin uygulanmasına Spline 

İnterpolasyon denir.  

 

Spline interpolasyonu çeşitli 2 boyutlu 

ve 3 boyutlu bilgisayar animasyonlarında 

sıklıkla kullanılmaktadır.[5] 
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3. HATA 

Bir denklem veya problemin 

çözümünde kullanılan sayısal yöntem belli bir 

giriş verisini işleme tabi tutarak çözüme 

ulaşır. Sayısal yöntemler, analitik 

çözümlerden farklı olarak sayıları kullanarak 

işlem yapar ve belli bir hata payı içerir. Giriş 

verisi belirli deneyler, gözlemler veya 

hesaplamalar sonucu bulunuyorsa işlemlerin 

hassasiyetine göre belli bir hata payı 

içerecektir. Giriş verisinin ve kullanılan 

yöntemin hata içermesi, bulunacak sonuçların 

da belli bir hata içereceğini, yani sonuçların 

kesin değil yaklaşık değerler olacağını 

göstermektedir. 

 

 

 

Şekil 1: Sayısal çözümün blok şeması ve hata 

etkileşimi. 

Hatalar, sonuç üzerinde ve yöntemin 

geçerliliği üzerinde oldukça etkilidir. 

Sonuçların hata içermesinden ziyade bu 

hatanın kabul edilebilir tolerans değerleri 

sınırları içerisinde olması önemlidir.  

Hata esas olarak gerçek değer ile 

hesaplanan yaklaşık değer arasındaki farktır. 

Bu şekilde tanımladığımız hata iki şekilde 

ifade edilmektedir [6].   

 

 Mutlak Hata (Absolute Error) 

Gerçek değer (xr) ile hesaplama 

sonucu bulunan yaklaşık değer (xn) 

arasındaki farka 

en =  xr   -   xn                        

mutlak hata denilmektedir. 

 Bağıl (izafi) Hata (Relative Error) 

Daha anlamlı olması açısından 

hatanın mutlak olarak değil gerçek 

değere göre büyüklüğünün bilinmesi 

gerekir. Mutlak hatanın gerçek 

değere oranı bağıl hatayı 

vermektedir. 

 

 

3.1 Hata Kaynakları 

 

3.1.1.  GiriĢ Verisi Hatası 

 

Ölçülen veri ile gerçek veri 

arasındaki farka giriş verisindeki hata 

denmektedir. Ölçü aletinin doğruluk ve 

hassasiyeti bilinmeli, gerekli tedbirler 

alınmalıdır.  

3.1.2.  Yuvarlama Hatası 

 

Hesaplarda rakamların hane 

sayısının sonlu tutulmasından kaynaklanan 

hataya yuvarlama hatası(round-off error) 

denmektedir.[3]  Bilgisayarlı hesaplamalarda 

ard arda yapılan hesaplamalar oluşan hatayı 

taşır, bu şekilde hata birikerek 

büyüyebilmekte ve sonuçta önemli 

değişikliklere sebebiyet verebilmektedir. 

Hesaplamalar süresince eğer hata azalıyorsa 

kullanılan yöntem “kararlı”, hata büyüyorsa 

“kararsız” dır. 

Hata Hata Hata 
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3.1.3. Kesme Hatası 

 

Seriler çok veya sonsuz sayıda 

terimden oluşur. Serinin belirli bir sayıda 

terimini alıp diğer terimlerin atılmasından bir 

miktar hata oluşur. Bu hataya kesme hatası 

(truncation error) denir. Bu hatanın başka bir 

sebebi de iterasyon sayısının sınırlı 

tutulmasıdır. 

3.1.4. Ġnsan Hatası 

 

İnsanın kendisinden kaynaklanan 

hatalardır. Fiziksel veya matematiksel 

modelin oluşturulmasında, işlem yaparken 

veya program yazarken yapabileceği 

hatalardır. 

3.1.5.     Binary Aritmetiğin Kötü Sonuçları 

ve Bunları En Aza Ġndirme 

 

Floating-point hesaplamalarında 

bilgisayar temelde ikili (binary) olarak 

çalışmaktadır [7].   Ondalık kesirler “0.1” gibi 

aslında tam olarak 2‟li sistemde 

tanımlanamaz. Bu “0,00011001100110…” 

gibi 2‟li sistemde tekrarlayan kesir onluk 

sistemdeki “1/3=0,3333…” gibi bir kesre 

benzer. Eğer “0.33..” ve “0.66…” gibi iki 

sayı toplanırsa 1‟den ziyade “0.99..” sayısı 

elde edilir. Oysa 1/3 ile 2/3 toplandığında 1 

sayısı elde edilir.  

Floating-point hesaplamalarında 

Java, ANSI/IEEE Std 754-1985 (ANSI/IEEE 

Std 754-1985, An American National 

Standard IEEE Standard for Binary Floating-

Point Arithmetic) standartlarına göre işlem 

yapar. 

Floating-point hesaplamalarında 

Java‟da bazen 0,1 ile 0.1 toplandığında 0.2 

den farklı sonuçlar almak mümkündür. 

Benzer hesaplamalarda da buna 

rastlanılmaktadır. İkili sistemde 0,1 gibi bir 

kesri Java‟nın mükemmel olarak yapamaması 

bir hatadır. Yeni insan-yaklaşımlı java alt 

yapısı kullanılarak yazılan bir programlama 

dili olan Netrexx‟in [8]
 

yaratıcısı Mike 

Cowlishaw, floating-point hatası için 

bilgisayar donanımı yapıcılarını suçlamıştır. 

O, bilgisayar chiplerinin insanlar gibi 10‟luk 

sistemde hesaplama yapmasını önerir. 1/3 

kesri aynı zamanda ikili sistemde 

0.01110011.. gibi bir tekrar edici değer 

olması sebebiyle Java‟da (ve diğer benzer 

dillerde) 10‟luk aritmetik işlemlerde 

kullanılması çok uygun olmayacaktır. 

Bu yapısal hatalardan kurtulmak için şu 

yöntemler denenebilir; 

 Approximate Comparison 

(KarĢılaĢtırma YaklaĢımı) 

 

if ( f  = =  100.00 )   yerine    if(  f > 99.995 ) 

 Equality Testing (EĢitlik Testi) 

if ( Math.abs(  value  -  target  )  <  epsilon  ) 

veya ; 

if ( value >= target -  epsilon  

&& value <= target + epsilon ) 

 Bilinmeyen büyüklükler  

sunulduğunda, daha yavaş çalışan şu kod 

kullanılabilir, 

 

if( Math.abs( value - target< epsilon *target ) 

veya; 
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if( value >= target * ( 1 - epsilon ) 

 && value <= target * ( 1+ epsilon ) ) 

 

 Loop (Döngü) 

 

Döngülerde int ve float/double 

karışımları kullanıma uygundur. 

Floating-point artırımlar yerine int ve 

float karışık artırımlar kullanılmalıdır. Şöyle 

ki; 

f+=0.001F ; 

yerine  

f+=i*0.001F; 

 

 Double and Float 

 

Float yerine Double kullanılmalıdır. Bu 

işlem problemi tam olarak çözmez. Fakat 

hassasiyet arttırılarak taşmalar bir nebze olsa 

önlenebilir.  

 Perfect Accurracy ( Veri Tipleri ) 

 

Tam çözüme ulaşmak için int, long, 

BigDecimal ve BigInteger kullanılmalıdır.  

Currency tipleri floating-point para 

değerlerinin tutmanın en iyi yoludur. Java 

programlama dilinde böyle bir veri tipi 

bulunmamaktadır. 

 Binary Formats 

 

Float-double sayı binary formata çevirip 

o şekilde eşitlik karşılaştırması yapılabilir. 

Nitekim Java saklı yordamlarından biri olan 

Float.compare() fonksiyonunun orijinal 

tanımı Şekil 2‟de belirtildiği gibidir; 

 

ġekil 2 ) Java Float.compare() fonksiyonu 

 

3.2. Makine Epsilonu 

Eşit aralıklı olmayan interpolasyon 

hesabı yaparken aralık indisleri eşit 

olduğunda yani aynı y=f(x) noktası işaret 

edildiğinde formül gereği 0 bölme hatası ile 

karşılaşılabilmektedir.  

Şöyle ki; 

yi=f(xi) == yi+1=f(xi+1) 

Lagrange interpolasyon formülünde 

indis numaralarını bulmak için bir sonraki 

değer ile eldeki değer arasındaki farkı indis 

numarası olarak kabul edilmiştir. İki değerin 

eşit çıkması durumunda indis değeri aynı 

olucak ve formül gereği „0‟ bölme hatası ile 

karşılaşılacaktır. Bunu önlemek ve 

interpolasyon hesabında ara nokta 

bulunurken eşit değerli noktaların „0‟ indis 

numaralarının etkisini en hassas şekilde 

almak için Şekil 3‟de belirtilen makine 

epsilon değerini bulan formül ile makine 
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epsilonu bulunmuş ve indis numarası epsilon 

değeri kadar arttırılmıştır. Aynı şekilde bu, 

bizim aritmatik işlemlerimizde hata düzeltme 

tekniği olarak kullanacağımız epsilon 

değeridir [8].  

 

 

ġekil 3) Java makine epsilonu değeri hesabı 

3.3. Aritmetik ĠĢlemlerde Hataların Etkisi  

Hatalar yayılıp büyüyerek sonuçların 

anlamsız hale gelmesine sebep olabilir. Bu 

durumu incelemek için, xr ve yr gibi iki 

gerçek sayı ile yapılan basit aritmetik 

işlemlerde hataların etkisi irdelenecektir. Bu 

sayıların bilgisayarda gösterimi ile oluşan 

yuvarlama hataları sırası ile ex ve ey, 

sayılarının bilgisayarda gösterimi x ve y 

denilirse; 

 

ex=xr – x  ,   ey = yr - y 

 

yazılabilir. Bu iki sayının bilgisayarda 

toplanması; 

 

x+y=(xr+ex)+(yr+ey) 

 

sonucunda oluşan hata, 

 

e+=(xr+yr) – (x+y)=ex+ey 

 

olacaktır. Benzer şekilde çıkarma işleminde 

hata, 

e-=ex-ey 

 

çarpma işleminde oluşan hata,  

 

e*=yex+xey+exey 

 

ve bölme işleminde hata da;  

 

e+=(yex-xey)/y(y+ey) 

 

olarak elde edilir. 

 

 Bu sayıların nasıl etkilediğini basitçe şu 

şekilde sıralayabiliriz. 

 

 Bölme işleminde bulunan hata bölen 

arttıkça azalmaktadır.  

 Birbirine çok yakın olan iki sayının 

çıkarılması işleminde bağıl (izafi) 

hata büyük olabilmektedir. 
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4. Uygulama 

 

Giriş verisi hatasını en aza indirmek  

için Lineer İnterpolasyon, Kuadratik 

Interpolasyon, Newton-Gregory İlerleme 

Polinomu, Lagrange Lineer, çeşitli derecede 

Lagrenge Interpolasyon teknikleri ve yukarda 

anlatılan hata azaltma teknikleri de yeri 

geldiğince kullanılarak en iyi sonuç alınmaya 

çalışılmıştır. İnterpolasyon teknikleri Spline 

(parça, parça) Interpolasyon şeklinde 

uygulanmıştır. 

 Seçilen 5 farklı fonksiyon ile 

oluşturulan şekillerden nokta eksiltme ile 

oluşturulan yeni şekil interpolasyon 

tekniklerine tabi tutulmuş mutlak hata ve 

bağıl hata analizi ile Şekil 4‟de gösterilen 

sonuçlar elde edilmiştir. 

 

 

 

 
 

ġekil 4) İnterpolasyon işlemleri ve sonuçları. 
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Elde edilen sonuçlara göre eşit 

eğimli noktalar arasında ara değerler 

bulunurken Lagrenge Lineer interpolasyon 

hesabı daha iyi sonuçlar vermekte, farklı 

eğimli noktalar arasındaki ara değerlerin 

bulunmasında ise Lagrange 2. Derece  

interpolasyon hesabı daha iyi sonuçlar 

vermektedir.  

 

Lagrange Interpolasyon Hesabında 

polinom derecesi arttıkça interpolasyon 

eğrilerinin gerçek eğriden saptıkları görülmüş 

bu yüzden 6. Dereceden daha yüksek 

derecelere çıkılmamıştır. 

 Kuadratik İnterpolasyon ve Lineer 

İnterpolasyan uygulamasında z (basınç) 

değeri hesaplamasında ara değeri bulmada ek 

işlem gerektirdiği ve aynı zamanda bağıl ve 

mutlak hata oranlarının çok çıkması nedeni 

ile kullanılamayacağı gözlenmiş, aynı 

teknikle hesaplanan Newton Gregory 

İlerleme Polinomu interpolasyonu 

tekniğinden vazgeçilmiştir. 

Her zaman en iyi sonuca ulaşmak 

için eğime göre Lagrange Lineer ve Lagrange 

2. Derece interpolasyonları arasında seçim 

yapan basit bir algoritma oluşturulmuştur. 

Şekil 5‟te de görüleceği üzere Oto Seçim ile 

yapılan hesaplar neredeyse gerçek değerle 

çakışmaktadır. (Gerçek eğrinin altında 

görünmüyor.) 

 

 

.

 

 

 
 

ġekil 5 ) Oto seçim hesabı ve diğer interpolasyon teknikleri sonuçları. 
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Test için oluşturulan 5 fonksiyonun 

birlikte çalıştırılması ile oluşturulan grafik 

interpolasyon teknikleri ve oto seçim 

algoritması ile doldurularak Şekil 6‟daki 

sonuçlar elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ġekil 6 ) Karma fonksiyonlar ile interpolasyon hesapları sonuçları. 
 

5. Sonuç ; 

 

Lineer , Quadratik ve Newton Gregory 

İnterpolasyon tekniklerinde hata oranı 

yüksek çıkmaktadır. Aynı zamanda baskı 

noktalarındaki basınç ara değerler 

hesaplanırken  formül gereği ek işlem 

yapılması gerekmektedir.Eşit Eğimlerde; 

Eşit eğim durumlarında Lagrange Lineer 

interpolasyonu en iyi sonucu vermektedir. 

 

 

Diğer durumlarda; Bazı durumlarda Lagrange 

4. Derece interpolasyonunda olduğu gibi 

değişik dereceli Lagrange 

interpolasyonlarında daha düşük hata 

oranları ile karşılaşılsa bile bunlar arasında en 

kullanılabilir olanı her eğimde kararlı bir 

şekilde hata oranını düşük tutabilen sadece 

Lagrange 2. Derece interpolasyonudur. 

Elde edilen bu  bulgular üzerine eğime göre 

Lagrenge Lineer ve Lagrange 2. Derece 

interpolasyonları arasında seçim yapabilen 

basit bir Oto Seçim fonksiyonu oluşturularak 
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giriş verisi hatası en düşük seviyede 

tutulabilmektedir. Binary aritmetiğin kötü 

sonuçlarından kaçınmak için geliştirilen 

yazılım geliştirme ortamına göre gerekli 

önlemler alınmalıdır. 
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